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概要
これは @bakkyalo_ による東工大物理学コースの院試過去問の解答です。大学院に落ちた人間が趣味で
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一切の著作権を放棄します。ご自由にお使いください。
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平成 31年度 午前

平成 31年度
午前
第 1問

[A] (1) 棒の線密度 λ = m/l

∴ Il =
∫ l

0
λr2 dr = 1

3
λl3 =

1
3

ml2

円盤の面密度 σ = M/πa2

∴ Ia =
∫ a

0
r dr

∫ 2π

0
dθ σr2 = 1

2
σπa4 =

1
2

Ma2

(2) 棒、円盤それぞれについて、重心にポテンシャルが集中していると考えて計算すればよいので

V =
1
2

mgl(1 − cos θ) + Mg{l(1 − cos θ) + a(1 − cos ϕ)}

(3) 点 O の座標 (xo, yo) は

xo = l cos θ + a cosϕ
yo = l sin θ + a sinϕ

これより、点 Oの速さの 2乗 vo
2 は

vo
2 = ẋo

2 + ẏo
2

= (−lθ̇ sin θ − aϕ̇ sinϕ)2 + (lθ̇ cos θ + aϕ̇ cosϕ)2

= l2θ̇2 + a2ϕ̇2 + 2al θ̇ϕ̇ cos(θ − ϕ)

したがって、運動エネルギー T は、

T = 1
2
Ilθ̇

2 + 1
2
Mvo

2 + 1
2
Iaϕ̇

2

=
1
6

ml2θ̇2 +
1
2

Ml2θ̇2 +
3
4

Ma2ϕ̇2 + Mal θ̇ϕ̇ cos(θ − ϕ)

(4) V について、x が微小量であるとき、cosx ≃ 1 − 1
2x

2、すなわち 1 − cosx ≃ 1
2x

2 と近似できる。
また、T について、3次以上の微小量は無視できるため cos(θ − ϕ) の部分は 1 としてよい。よっ
て、ラグランジアン L は、

L = T − V

≃ 1
6
ml2θ̇2 + 1

2
Ml2θ̇2 + 3

4
Ma2ϕ̇2 +Mal θ̇ϕ̇− 1

4
mglθ2 − 1

2
Mg(lθ2 + aϕ2)

ここで、
∂L

∂θ
= −1

2
mglθ −Mglθ

∂L

∂θ̇
= 1

3
ml2θ̇ +Ml2θ̇ +Malϕ̇

∂L

∂ϕ
= −Mgaϕ

∂L

∂ϕ̇
= 3

2
Ma2ϕ̇+Malθ̇

であるから、θ, ϕ についてのオイラー・ラグランジュ方程式 d
dt

(
∂L
∂q̇

)
− ∂L

∂q = 0 はそれぞれ

θ :
1
3

ml2θ̈ + Ml2θ̈ + Malϕ̈ +
1
2

mglθ + Mglθ = 0

ϕ :
3
2

Ma2ϕ̈ + Malθ̈ + Mgaϕ = 0
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平成 31年度 午前

(5) 行列形式にすると、( 1
3ml

2 +Ml2 Mal
Mal 3

2Ma2

) (
θ̈

ϕ̈

)
= −

( 1
2mgl +Mgl 0

0 Mga

) (
θ
ϕ

)
両辺をM でわり m/M → 0 を用いると、(

l2 al
al 3

2a
2

) (
θ̈

ϕ̈

)
= −

(
gl 0
0 ga

) (
θ
ϕ

)
ここで θ = θ0 sin(ωt+ α), ϕ = ϕ0 sin(ωt+ α) とおいてこれらを代入して整理すると、(

l2ω2 − gl alω2

alω2 3
2a

2ω2 − ga

) (
θ0
ϕ0

)
=

(
0
0

)
θ0, ϕ0 が non-zero であるためには係数行列の行列式が 0 であればいいので、

(l2ω2 − gl)
(

3
2
a2ω2 − ga

)
− (alω2)2 = 0

al ω4 − g(2l + 3a)ω2 + 2g2 = 0

したがって、
ω±

2 =
g

2al

[
(2l + 3a) ±

√
(2l + 3a)2 − 8al

]
(6)

第 3問
[A] (1) ∇ ln |r| =

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
ln

√
x2 + y2 =

(
x

x2 + y2 ,
y

x2 + y2

)
= r

|r|2

(2) r =
√
x2 + y2, θ = tan−1

(y
x

)
から


∂r

∂x

∂r

∂y

∂θ

∂x

∂θ

∂x

 =


x

r

y

r

− y

r2
xy

r2

 =

 cos θ sin θ

− sin θ
r

cos θ
r



∂

∂x
= ∂r

∂x

∂

∂r
+ ∂θ

∂x

∂

∂θ
= cos θ ∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
∂

∂y
= ∂r

∂y

∂

∂r
+ ∂θ

∂y

∂

∂θ
= sin θ ∂

∂r
+ cos θ

r

∂

∂θ

∂2

∂x2 =
(

cos θ ∂
∂r

− sin θ
r

∂

∂θ

) (
cos θ ∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

)
= cos2 θ

∂2

∂r2 − 2 sin θ cos θ
r

∂2

∂r∂θ
+ sin2 θ

r2
∂2

∂θ2 + sin2 θ

r

∂

∂r
+ 2 sin θ cos θ

r2
∂

∂θ
∂2

∂y2 =
(

sin θ ∂
∂r

+ cos θ
r

∂

∂θ

) (
sin θ ∂

∂r
+ cos θ

r

∂

∂θ

)
= sin2 θ

∂2

∂r2 + 2 sin θ cos θ
r

∂2

∂r∂θ
+ cos2 θ

r2
∂2

∂θ2 + cos2 θ

r

∂

∂r
− 2 sin θ cos θ

r2
∂

∂θ

∴∆ = ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 =
∂2

∂r2 +
1
r2

∂2

∂θ2 +
1
r

∂

∂r
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Re

Im

O

p

R

R

−R

−R

C+

C−

CL

×
+α

×
−α

(3) |r| = r であるので

∆ ln |r| =
(
∂2

∂r2 + 1
r2

∂2

∂θ2 + 1
r

∂

∂r

)
ln r = − 1

r2 + 0 + 1
r

1
r

= 0

(4) ∆ ln |r| = ∇ · (∇ ln |r|) = ∇ ·
(

r

|r|2

)
= ∂

∂x

x

x2 + y2 + ∂

∂y

y

x2 + y2 であるから、

I =
∫∫

|r|≤a

∆ ln |r| dxdy =
∫∫

|r|≤a

(
∂

∂x

x

x2 + y2 + ∂

∂y

y

x2 + y2

)
dxdy

=
∮

|r|=a

(
− y

x2 + y2 dx+ x

x2 + y2 dy
)

x = a cos θ, y = a sin θ (0 ≤ θ ≤ 2π) と置いて I =
∫ 2π

0
dθ = 2π

(5) ∆ ln |r| = 0 (|r| , 0),
∫∫

|r|≤a

ln |r| dxdy = 2π より、∆ ln |r| = 2πδ(|r|)

[B] (6) 複素数 α を α2 = k2 + iδ の解でかつ第 1 象限にあるものとすると、 lim
δ→0

α = k。f(p) =
eipx

p2 − k2 − iδ
= eipx

p2 − α2 と置くとこれは p = ±α で 1位の極を持つ。留数は

Res
p=±α

f(p) = f(p)(p∓ α)|p→±α = eipx

p± α

∣∣∣∣
p→±α

= ±e±iαx

2α
→ ±e±ikx

2k
(δ → 0)

0 < |α| < R とし、図のように実軸上の経路 CL と、原点を中心とする半径 R の半円路 C+, C−

を取り、x ≥ 0 の時は CL ∪ C+、x ≤ 0 の時は CL ∪ C− の閉路を採用する。留数定理より∫
CL

f(p) dp+
∫

C+

f(p) dp = 2πi Res
p=+α

f(p) (x ≥ 0)∫
CL

f(p) dp+
∫

C−

f(p) dp = −2πi Res
p=−α

f(p) (x ≤ 0)

R → ∞ の時、左辺第一項は J になる。続いて x ≥ 0 の時、C+ における積分は p = Reiθ (θ :
0 → π)と置くと∣∣∣∣∣

∫
C+

f(p) dp

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∫ π

0

eiRx cos θe−Rx sin θ

R2e2iθ − α2 iReiθ dθ
∣∣∣∣ ≤

∫ π

0

R e−Rx sin θ

R2 − |α|2
dθ → 0 (R → ∞)
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平成 31年度 午後

となり、R → ∞ で消失する。同様に、x ≤ 0 の時の C− における積分も R → ∞で消失すること
を示せる。以上をまとめて、J =

πi

k
eik|x|。

午後
第 1問

(1) σj = m+ (σj −m) を与えられたハミルトニアンの第一項に代入し

H = −J
∑
⟨j,k⟩

{m+ (σj −m)}{m+ (σk −m)} −H
∑

j

σj

= −J
∑
⟨j,k⟩

{m2 +m(σj −m) +m(σk −m) +(((((((((
(σj −m)(σk −m)} −H

∑
j

σj

≃ −J
∑
⟨j,k⟩

{m(σj + σk) −m2} −H
∑

j

σj

= 2JNm2 −
∑

j

σj

(
4Jm +H

)
≡ HMF

最後は最近接対の総数が 2N であることと
∑
⟨j,k⟩

(σj + σk) = 4
∑

j

σj であることを用いた。

(2) β = 1/kBT とすると

ZMF = Tr
[
e−βHMF

]
= e−2βJNm2

[2 cosh{β(4Jm+H)}]N

= e−2JNm2/kBT

[
2 cosh

4Jm + H

kBT

]N

FMF = − 1
β

logZMF = 2JNm2 − NkBT log
(

2 cosh
4Jm + H

kBT

)
(3)

〈∑
j
σj

〉
MF

= −∂FMF

∂H
= N tanh 4Jm+H

kBT
, これが Nm と等しいとしてm = tanh

4Jm + H

kBT

(4) H = 0 について、tanh
(

4J
kBT

m

)
の m = 0における傾きが 4J

kBT
であることに注意すると、m , 0

で解を持つ条件は 1 < 4J
kBT

⇐⇒ T <
4J

kB

≡ TC .

(5) T → TC − 0 の時、|m| は十分小さいと考えられるので (3) の tanh を 3次の項まで展開すると

m = tanh
(
TC

T
m

)
≈ TC

T
m− 1

3

(
TC

T
m

)3

∴ |m| ≈

√
3

(
T

TC

)2
TC − T

TC
∝ (TC − T )1/2

ここで (T/TC)2 ≈ 1 とした。よって β =
1
2

(6) T → TC + 0 の時、H = 0 付近では m も小さいので (3) の tanh を 1次の項まで展開すると

m ≈ TC

T
m+ H

kBT
⇐⇒ m ≈ H

kB(T − TC)
∴ χ = ∂m

∂H

∣∣∣∣
H=0

≈ 1
kB(T − TC)

∝ (T − TC)−1

よって γ = −1

第 2問
(1) シュレーディンガー方程式 Ĥψ(r, θ, ϕ) = Eψ(r, θ, ϕ) を書き下すと[

− ℏ
2

2µ
1
r

∂2

∂r2 r + 1
2
µω2r2 + L̂2

2µr2

]
χl(r)
r

Y m
l (θ, ϕ) = E · χl(r)

r
Y m

l (θ, ϕ)
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平成 31年度 午後

L̂2 Y m
l (θ, ϕ) = l(l + 1)ℏ2 Y m

l (θ, ϕ) を用いて両辺を − 1
Y m

l (θ, ϕ)
· 2µr
ℏ2 倍すると次が得られる。

[
∂2

∂r2 − α2r2 + k2 −
l(l + 1)

r2

]
χl(r) = 0

(2) an に対する漸化式は n → ∞ において an+1 ∼ α

n
an のように振舞うので、仮に ul(ρ) の展開式が無

限に続くとすると ρ → ∞ において ul(ρ) ∼ eαρ、すなわち r → ∞ において χl(r) ∼ rl+1eαr2/2 のよ
うに振舞うことになり、χl → 0 に反する。したがって ul(ρ) の展開は有限和であることが必要であり、
そのためには、ある n = 0, 1, 2, . . . に対して k2 = α(2l + 4n+ 3) となればよいのでエネルギー E は

E = ℏ
2k2

2µ
=

1
2
ℏω(2l + 4n + 3) (n = 0, 1, 2, . . . )

(3)
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